5.2.2. Gebrochenrationale Funktionen

Gebrochenrationale Funktionen sind Briiche, in denen im Zahler und im Nenner ein Polynom
(ganzrationale Funktion) steht. Schauen wir uns doch einmal einige Exemplare an

1 2x 6x +1 3x* +7
f(x)=; f()c)=x2+1 f()c)=2x+3 f(x)=m

Jetzt miisste klar sein, was eine gebrochenrationale Funktion im Gegensatz zu einer
ganzrationalen Funktion ist.

Die Kurvendiskussion von gebrochenrationalen Funktionen lduft zundchst genau so ab, wie es
unser Standardschema fiir die Kurvendiskussion S.184 vorsieht. Um die Funktion ableiten zu
koénnen, muss man die Quotientenregel S.208 beherrschen.

Das Standardschema der Kurvendiskussion wird dann allerdings noch um 2 Punkte erginzt,
nédmlich neu ins Spiel kommen die Polstellen S.137 und die Asymptote S.140.

An dieser Stelle soll nur kurz dargestellt werden, was dabei zu beachten ist. Auf den darauf
folgenden Seiten wird etwas nédher auf Polstellen und Asymptoten und abschlieend auch
noch auf behebbare Definitionsliicken S.144 eingegangen.

Polstellen:

Die Nullstellen des Nenners sind Definitionsliicken der Funktion.

Die Nullstellen des Zahlers sind Nullstellen der Funktion.

Definitionsliicken, die auch Nullstellen sind, sind behebbare Definitionsliicken.
Definitionsliicken, die nicht Nullstellen sind, sind Polstellen (senkrechte Linien).

Asymptote:
Durch Vergleich von Zéhlergrad und Nennergrad erhélt man folgende Asymptoten

Zihlergrad < Nennergrad: die Asymptote ist die x-Achse

Ziahlergrad = Nennergrad: die Asymptote ist eine parallele zur x-Achse

Zihlergrad > Nennergrad: Die Asymptote erhdlt man durch Polynomdivision, wobei
die Asymptote eine schiefe Gerade (lineare Funktion) ist, wenn die
Differenz zwischen Zéhlergrad und Nennergrad 1 betrdgt und
die Asymptote ist eine Parabel (quadratische Funktion), wenn die
Differenz zwischen Zahlergrad und Nennergrad 2 betrigt.

Symmetrie: Eine kleine Besonderheit existiert bei der Uberpriifung der Symmetrie bei gebrochen-
rationalen Funktionen. Grundsitzlich gelten die gleichen Ansédtze wie bei ganz-rationalen Funktionen
auch (siehe Kapitel Kurvendiskussion). Beim bilden von —f(-x) ist allerdings darauf zu achten, dass
das Minus vor dem Bruch nur im Zahler oder nur im Nenner wirkt, also niemals bei beiden wirken
lassen. Ansonsten kann man die Symmetrie schnell folgendermallen erkennen:

Wie im Kapitel Kurvendiskussion beschrieben, kann man Achsen- und Punktsymmetrie an den Exponenten und
am Vorhandensein eines absoluten Gliedes erkennen. Genau so bestimmen wir die Symmetrie des Zéhlers und
des Nenners der gebrochen-rationalen Funktion und kdnnen dann folgendermallen interpretieren:

1. Keine Symmetrie, wenn im Zahler oder im Nenner oder in beiden keine Symmetrie erkennbar ist.
2. Achsensymmetrie, wenn im Zahler und im Nenner die gleiche Symmetrie vorherrscht
3. Punktsymmetrie, wenn im Zéhler und im Nenner unterschiedliche Symmetrien vorherrschen.




5.2.2.1. Polstellen

Polstellen sind immer Definitionsliicken, welche man am Definitionsbereich der Funktion
erkennt. Bei gebrochenrationalen Funktionen muss man ndamlich aufpassen, dass der Nenner
nicht Null wird, denn man darf ja durch 0 nicht teilen und ein Bruchstrich ist ja nichts anderes
als teilen (dividieren). Man darf also keine Werte fiir x einsetzen, bei denen der Nenner 0
werden wiirde.

Beispiel 1:  f(x)= R
x—=2

Der Nenner darf nicht Null werden und deshalb machen wir folgenden Ansatz:

x=2#0 |+2

= D:R/{2} oder DZ{X€R|X¢2}
xX#2

Der Definitionsbereich D, also das was man fiir x einsetzen darf, darf jede Zahl sein (R), aber
nicht die 2.

5x

Ein weiteres Beispiel: S(x)=— 5
x —

Der Nenner darf wieder nicht 0 werden, also folgender Ansatz

x2=9£0 [+9
29 [ = D=R/{-3;3)
x,#3 und x,#-3
Wir diirfen also diesmal alle Zahlen einsetzen, aber nicht die -3 und die 3, denn wenn man

diese Zahlen fiir x einsetzen wiirde, dann wiirde der Nenner 0 werden und das darf nicht
passieren, da man durch 0 nicht teilen darf.

Wie wirken sich nun diese Definitionsliicken im Graphen einer gebrochenrationalen Funktion
aus.

Definitionsliicken, die auch gleichzeitig Nullstellen der gebrochenrationalen Funktion sind,
sind behebbare Definitionsliicken S.144, auf die ich spéter in diesem Kapitel genauer
eingehen werde.

Definitionsliicken, die nicht gleichzeitig auch Nullstellen sind, sind Polstellen und Polstellen
sind immer senkrechte gestrichelte Linien im Koordinatensystem.

In unseren Beispielen sind die Definitionsliicken auch Polstellen, da sie keine Nullstellen der
Funktion sind.




Bei der ersten Funktion f(x)= ;2 war ja die 2 eine Definitionsliicke und da die 2 keine
x f—

Nullstelle der Funktion ist, ist die 2 auch eine Polstelle, die sich in dem Graphen als
senkrechter Strich bemerkbar macht.

‘—

In der obigen Skizze ist die Polstelle bei 2 eingezeichnet. Als zusitzlicher Punkt in dem
Schema der Kurvendiskussion ergibt sich aufgrund der vorhandenen Polstelle, dass man das
Verhalten der Funktion in der Umgebung der Polstelle untersucht. Dabei ndhert man sich der
Polstelle mithilfe von Grenzwertberechnungen (evtl. im Kapitel Grenzwert S.69 nachlesen)
der Polstelle einmal aus dem positiven und einmal aus dem negativen Bereich. Das sieht
folgendermal3en aus:

‘ . 1 1 1
lim lim
S = = - -
o S (=1, x—=2 2" -2 sehrklein, aber +
im im 1 1 1
2%27 f(X) 22»2 -

" x—=2 2 -2 sehrklein,aber —
Fassen wir die Ergebnisse der beiden Grenzwerte etwas iibersichtlicher zusammen
x—>2" yo+ow und x—>2 y—o-o

Interpretation: Nihern wir uns mit den x-Werten der 2 aus dem positiven Bereich, dann
werden die y-Werte immer grofler. Ndhern wir uns allerdings der 2 aus dem negativen
Bereich, so laufen die Funktionswerte gegen minus unendlich. Diese Zusammenhénge sind
mit den schwarzen Pfeilen in obiger Skizze kenntlich gemacht.

Wichtige Vereinfachung: Wenn dir die Berechnung mit dem Limes zu kompliziert ist, dann
kann man auch einfach nur Werte ausprobieren, die sehr nahe an der Polstelle liegen. Wenn
wir uns in dem obigen Beispiel der 2 aus dem negativen Bereich nédhern wollen, dann setzen
wir einfach den Wert 1,999 in die Funktion ein und schauen nur auf das Vorzeichen des

Ergebnisses (miisste hier negativ sein). => xX—>2" y—>-—w s.a. Bsp. nichste Seite




Bei der zweiten Funktion f(x)= 25_x9 waren die Zahlen 3 und -3 Definitionsliicken und
x —

da diese beiden Zahlen nicht auch gleichzeitig Nullstellen der Funktion sind, haben wir
wieder 2 Polstellen, die sich wieder als senkrechte Striche im Koordinatensystem bemerkbar
machen.

e S R 8 T o o = e .= =

'
- o

' \ \ ' !
bt Wk Wi Wi Wl

'
-1

)

Es ist also wichtig, dass man bei gebrochenrationalen Funktionen aus den Definitionsliicken
die Polstellen erkennt, aber anschlieend ist noch viel wichtiger, dass man das Verhalten der
Funktion in der Umgebung der Polstelle untersucht. Dabei arbeitet man mit Grenzwerten, wie
wir das beispielhaft an der ersten Funktion schon gezeigt haben. Versuche doch mal
selbstindig mit Hilfe von Grenzwertberechnungen oder mit der vereinfachenden Methode, bei
der man einfach nur Zahlen der direkten Umgebung der Polstelle in die Funktion einsetzt und
das Vorzeichen des Ergebnisses interpretiert, auf folgende Ergebnisse zu kommen

x—>3" yo+4o und x—>3 yo-—o

x—>-3" y—o>+4w und xX—>-3 y—o>-wo

Zum besseren Verstindnis rechne ich ein Beispiel vor: Wenn ich wissen mochte, was die
Funktion, also die y-Werte der Funktion, macht, wenn man sich der Polstelle 3 aus dem
positiven Bereich nihert, dann setze ich den Wert 3,001 in die Funktion ein:

Sx 5-3,001
= 3,001) = ————— =2500,4166
A ) 3,001° -9

f(x) =

x* -
Der Wert an sich spielt keine Rolle. Wichtig ist, dass das Ergebnis positiv ist und deswegen
lduft die Funktion gegen plus unendlich, wenn man sich der Polstelle bei 3 aus dem positiven

Bereich ndhert. Also: x—>3"  y—+ow0

Jetzt sollten die anderen Berechnungen kein Problem mehr sein.




5.2.2.2. Asymptoten

Asymptoten sind meist Geraden, die waagrecht bzw. schief im Koordinatensystem verlaufen.
Diese Gerade wird meist als Funktion A(x) dargestellt. Die Bedeutung der Asymptote ist
dhnlich wie die Bedeutung der Polstellen d.h. die Funktion néhert sich unter bestimmten
Voraussetzungen der Asymptote, ndmlich dann, wenn man fiir x sehr grof3e positive bzw.
negative Werte (plus oder minus unendlich o) einsetzt. Die Asymptote steht also in
Verbindung mit der Untersuchung ,,Verhalten der Funktion fiir betragsgrofie x *“ S.195 im
Standardschema der Kurvendiskussion.

Asymptoten sind fiir das Zeichnen von gebrochenrationalen Funktionen genau so wichtig wie
die Polstellen. Asymptoten sind vergleichbar mit Polstellen, denn auch sie sind meist
gestrichelte Linien, also Geraden, im Koordinatensystem, allerdings verlaufen sie nicht
senkrecht wie die Polstellen, sondern Asymptoten verlaufen waagrecht bzw. schief.

Wenn man bei gebrochenrationalen Funktionen den Grad des Zéhlers mit dem Grad des
Nenners vergleicht, dann erhilt man schon einige Informationen {iber die Asymptote, wobei
man insgesamt bei Asymptoten A(x) grob 3 Fille unterscheiden kann

1. Fall: Zihlergrad < Nennergrad => A(x)= 0 d.h. die Asymptote ist die x-Achse
Beispiel: f(x)=

Der Zahlergrad betrdgt 1 (x) und der Nennergrad 2 (x hoch 2)

x?+1

Die x-Achse ist also die Asymptote und dieses Verhalten der Funktion wird {ibrigens bestatigt
durch die Untersuchung ,,Verhalten der Funktion fiir betragsgrof3e x, also plus und minus
Unendlich co. Mathematisch wiirde das so aussehen:

lim f(x) _lim 2x _lim 2x _lim 2 _ 2 2 _ 2 -0
X—>+00 X—>+00 2 X—>+00 1 X—>+00 1 1
x°+1 x-(x+;) x+, oo+ =0+0 oo
lim lim 2x lim 2x lim 2 2 2 2 -
X—=>=® f()C) Txo-o 2 eSS 1 “xo-» 1 = 1 = =0
x°+1 x-(x-i—;) X+, -0+ -=-0+0 -
Ubersichtlicher dargestellt: x =+  y—0" und x—>-0 y—>0

Wenn man also x gegen plus unendlich laufen ldsst, dann néhert sich der Funktionswert y der
Null und Gleiches geschieht hier bei minus unendlich auch. Da bei beiden Grenzwerten Null
rauskommt, existiert auch die Asymptote A(x) bei Null, also A(x) =0

WICHTIG: Falls dir die Berechnung iiber den Limes zu kompliziert ist, schau in dem
Kapitel ,,Vereinfachte Berechnung von Asymptoten* nach (3 Seiten weiter).




2. Fall: Zahlergrad = Nennergrad => A(x) =k d.h. die Asymptote verliauft parallel
zur x-Achse bei der Konstanten k
6x +1

Beispiel: x)=
P S 2x+3

Zahlergrad und Nennergrad ist 1, wegen x hoch 1

Die Konstante k ergibt sich aufgrund den Faktoren bzw. Koeffizienten bei der hochsten
Potenz des Zéhlers und des Nenners. In diesem Fall also 6 und 2 und wenn man 6 durch 2 teilt
erhilt man fiir die Konstante k den Wert 3. Bei dieser Methode muss man allerdings den
Problemfall beachten, dass hinter dem Bruch noch eine Zahl addiert oder subtrahiert wird
(absolutes Glied). Wire hinter dem Bruch in obigem Beispiel noch eine +1, dann wire k = 4.

Betrachten wir uns doch mal den Graphen der obigen Funktion, in dem wir eine waagrechte
Asymptote parallel zur x-Achse bei der Konstanten k = 3 als waagrecht gestrichelte Gerade
erkennen kdnnen

Man sieht in der Skizze, dass sich die Funktion wieder der Asymptote anndhert, wenn man fiir
x sehr grof3e positive bzw. negative Werte einsetzt. Im Punkt ,,Verhalten der Funktion fiir
betragsgroBe x*“ S.195 im Standardschema der Kurvendiskussion erhélt man bei den
Grenzwertuntersuchungen tiibrigens folgendes Ergebnis, welches die Asymptote bei 3 wieder
bestitigt.

X—>+0  y—>3 und x—>-o y—o37

Versuche, das Ergebnis mit einer eigenen Rechnung zu bestétigen. Falls dir die Berechnung
iiber den Limes zu kompliziert ist, schau in dem Kapitel ,,Vereinfachte Berechnung von
Asymptoten* nach (iibernichste Seite).

3. Fall: Zihlergrad > Nennergrad => A(x) = schief (Stichwort Polynomdivision)




2
Beispiel: /(x) =X *7
2x+3

Der Zahlergrad ist 2 (x hoch 2) und der Nennergrad 1 (x hoch 1)

In einem solchen Fall ist die Asymptote eine schiefe Gerade (lineare Funktion), da der
Zihlergrad groBer ist als der Nenner und die Graddifferenz 1 betrégt. Ist die Graddifferenz 2
(Zahlergrad 3 und Nennergrad 1), dann wire die Asymptote iibrigens eine Parabel
(quadratische Funktion). Die Funktionsgleichung der Asymptoten erhélt man durch
Polynomdivision. Schauen wir uns doch mal den Ablauf der Polynomdivision an.

(4x% +7):(2x +3)=2x -3+
— (4x* + 6x)
—6x+7
—(—6x-9)
16

Die Funktion der Asymptote A(x) kdnnen wir beim Ergebnis der Polynomdivision ablesen,
indem wir alle Teile vernachldssigen, in denen x im Nenner auftaucht. Der letzte Teil des
Terms fallt dadurch weg und wir erhalten als Funktionsgleichung fiir die Asymptote
Ax)=2x-3

Der Graph der gebrochenrationalen Funktion inklusive der schiefen Asymptote sieht
folgendermal3en aus:

Das Verhalten der Funktion fiir betragsgrof3e x ist auch in diesem Fall wieder identisch mit
dem der Asymptote. Deshalb néhert sich ja die Funktion ja auch wieder der Asymptote, wenn
man fiir x sehr gro3e positive bzw. negative Werte einsetzt. Diese Werte miissen in diesem
Fall gar nicht mal so grof} sein, denn in der Skizze erkennt man, dass schon bei x-Werten
grofer +9 die Funktion schon sehr nahe an der Asymptote verlauft.

WICHTIG: Falls dir die Berechnung iiber den Limes zu kompliziert ist, schau in dem
Kapitel ,,Vereinfachte Berechnung von Asymptoten* nach (nichste Seite).

Vereinfachte Berechnung von Asymptoten




Bei gebrochen-rationalen Funktionen ist es wichtig, dass man die Asymptote bestimmen
kann. Auf den vorigen Seiten haben wir 3 Félle unterschieden, wobei man durch den
Vergleich von Zéhlergrad und Nennergrad entsprechende Aussagen iiber die Asymptote
treffen kann. Diese Interpretation kann mit dem Limes bestétigt werden, oder aber auch mit
einem einfacheren Verfahren, welches ich jetzt zeige:

Beispiel 1: f(x)= zunéchst kann man den Bruch vereinfachen, indem man sich

x2+1

sowohl im Zahler als auch im Nenner nur auf die hochste Potenz konzentriert. Wir erhalten
dann folgenden Ausdruck, bei dem wir dann kiirzen:

2x 2

S ="5=2

X X

In diese stark vereinfachte Funktion setzen wir gedanklich einmal plus unendlich und einmal
minus unendlich ein und erhalten dann Folgendes:

xX—>+0  y—>0" und x—>-0 y—>0"

Wenn der Nenner eines Bruches ndmlich immer groBBer wird, dann wird der Wert des Bruches
immer kleiner und schlieBlich Null. In beiden Féllen laufen unsere y-Werte gegen Null und
deswegen ist die Asymptote die x-Achse selbe, also A(x) =0

6x +1

2x+3
man sich sowohl im Zahler als auch im Nenner nur auf die hochste Potenz konzentriert. Wir
erhalten dann folgenden Ausdruck, bei dem wir dann kiirzen:

1) = 6x+1 6x 6

Beispiel 2:  f(x)= zunichst kann man auch hier den Bruch vereinfachen, indem

2x+3 2x 2

In diese stark vereinfachte Funktion setzen wir gedanklich einmal plus unendlich und einmal
minus unendlich ein und erhalten dann Folgendes (nicht dadurch verwirren lassen, dass kein x
zum Einsetzen vorhanden ist):

X—>+40  y—>37 und x—>-0 y—3°

Wenn man in die vereinfachte Funktion plus unendlich oder minus unendlich einsetzt, erhilt
man immer den Wert 3. Da hier beide Werte gegen 3 laufen, ist die Asymptote eine Parallele
zur x-Achse bei 3, also A(x) = 3.

Beispiel 3: /() 4x* +7 zunichst kann man auch hier den Bruch vereinfachen, indem man
2x+3

sich sowohl im Zihler als auch im Nenner nur auf die hochste Potenz konzentriert. Wir
erhalten dann folgenden Ausdruck, bei dem wir dann kiirzen:

4x* +7  4x?
= =2x
2x+3 2x

In diese stark vereinfachte Funktion setzen wir gedanklich einmal plus unendlich und einmal
minus unendlich ein und erhalten dann Folgendes:

Sf(x) =

X —>+0 Y —>+40 und X—>-—0 y—>-—0

Wenn man z.B. plus unendlich in die vereinfachte Funktion einsetzt erhélt man plus
unendlich. Da die y-Werte einmal gegen plus unendlich und einmal gegen minus unendlich
laufen. Ist die Asymptote schief. Diese kann man durch Polynomdivision bestimmen.

5.2.2.3. Behebbare Definitionsliicken




Betrachten wir uns doch mal folgende gebrochenrationale Funktion

x> +4x* =31x =70
x?-2x-8

fx)=

Durch Nullsetzen des Zéhlers und l6sen der entstehenden Gleichung mit dem Werkzeug
Polynomdivision mit dem Linearfaktor erhalten wir folgende Nullstellen:

NS, (=7/0) NS, (=2/0) NS, (5/0)

Durch Nullsetzen des Nenners und 16sen der entstehender Gleichung mit dem Werkzeug
pg-Formel erhalten wir folgende Definitionsliicken

D=R/{-2;4}

Wir diirfen fir x also nicht die Zahlen -2 und 4 einsetzen, denn dann wiirde der Nenner 0
werden und durch 0 darf man ja nicht teilen

Am Anfang dieses Kapitels haben wir gelernt, dass Definitionsliicken, die nicht auch
Nullstellen sind, Polstellen sind. Definitionsliicken, die allerdings Nullstellen sind, sind
behebbare Definitionsliicken. In unserem Fall haben wir 2 Definitionsliicken, von denen die 4
eine Polstelle ist, wihrend die -2 keine Polstelle sondern eine behebbare Definitionsliicke ist,
weil die -2 ja auch gleichzeitig eine Nullstelle ist. Wie wirkt sich das nun auf unsere Funktion
aus. Dazu zerlegen wir die Polynome im Zahler und Nenner in ihre Linearfaktoren.
Anschlielend Kiirzen wir einen Linearfaktor, nimlich die behebbare Definitionsliicke, heraus
und vereinfachen abschlieBend den entstehenden Ausdruck wieder

X 44x’ -31x-70 _ (x+2)-(x-5)-(x+7) _(x=5)-(x+7) _x*+2x-35

S = x*—2x-8 (x+2)-(x—4) B (x—4) x—4

Wir haben somit 2 Funktionen. Die Originalfunktion und eine Funktion mit behobener
Definitionsliicke (Ersatzfunktion). Bei dieser Funktion ist eigentlich nur noch die 4 eine
Definitionsliicke, da diese Funktion aber aus der Originalfunktion entstanden ist, muss man
immer noch die -2 im Definitionsbereich ausschlieSen. Wir erhalten:

x*+4x* =31x-70

x) = mit  D=R/{-24
f) = — 24}
2 —
f(x):L’;?’5 mit ~ D=R/{-24}
x_

Anmerkung: Es ist einfacher, den Rest der Kurvendiskussion mit der Ersatzfunktion zu
erledigen

Auf der folgenden Seite sehen wir nun den Graphen der Funktionen.




b3 ka3
el M1

k2
=

Beide Graphen sehen identisch aus. Wir sehen die unterschiedliche Auswirkung der
Definitionsliicke. Die Definitionsliicke bei x =4 ist eine Polstelle geworden, wéhrend die
Definitionsliicke bei x = -2 eine behebbare Definitionsliicke geworden ist. Der rote Kreis an
dieser Stelle deutet an, dass an dieser Stelle kein Funktionswert y existiert, denn auch in der
Funktion, bei der die Definitionsliicke rausgekiirzt wurde, darf man ja die -2 nicht einsetzen,
um den Bezug zur Originalfunktion nicht zu beeintrachtigen. Wiirde man die zweite Funktion
zeichnen wollen, ohne dass sie aus der Originalfunktion entstanden wire, dann entfallt
natiirlich der rote Kreis.




